Rozdziat IV

Utrata stateczndgci

Klasyczne ujcie probleméw utraty stateczwd sprowadz sie
matematycznie do rozezania zadania na wagm wtasne. W wyniku takiego
podegcia otrzymuje s sSite krytyczrg przy utracie stateczeo preta
sciskanego jako najmniejgszz wartgci sity osiowej przy ktérej $ maozliwe
dwie postacie réwnowagi. Pierwsza odpowiadéskaniu peta, z& druga
sciskaniu ze zginaniem.

Wartas¢ sity krytycznej, ale nie analizy zjawiska utratatecznéci mozna
oszacowé z analizy jednoczesneggéciskania i zginania pta, w ktorym
wystepuja wskpne uggcia. Przypadek tengdziemy analizowéa w zakresie
nieliniowo-spezystym oraz lepkospgystym.

Analize problemu rozpoczniemy od oktenia zwihzku migdzy krzywizry a
momentem zginagym w przypadku rownania fizycznego postace As" .

W wyniku klasycznych przeksztalteotrzymamy zalgnos¢ krzywizny od
momentu

_ v m Y
M = AJ(N +1)« ﬁx_[—(Nﬂ)j
gdzie

I(N+1) = [ x}""dF, n=1
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Rys. 4.0 Utrata stateczéw preta sciskanego z imperfekcjangi
Réwnanie raniczkowe osi ugitej preta przyjmie forng

" - Py N . TK . TK
-y, == ———— Of sin— O f,sin—
Y =Y (A,J(N +1)J y | Yo Uy |

171



Podstawiajc przygte przyblizone postacie ugt y i imperfekcji yo do
réwnania osi ugitej preta otrzymamy

() eofisa) ()

Z uzyskanego rOwnania wnosimyz iprzyjecie osi ugetej w postaci
sinusoidy nie sprowadza problemu do prostego réianaligebraicznego jak to
sie dzieje w zadaniach liniowo-sgtystych.

W przyblizonym ugciu , kiedy analizujemy ugcia wx = 1/2 otrzymamy

fo

1_(A.J(Fr)\1f+1)Jn 77|22f

Zauwamy, iz ugiecie wérodku belki f — o, kiedy

Pf Y 12 _ a2 (AI)"
(AJ(N+1)J nzf—l wtedy (Py) e

W szczegolnéci w pocatkowej fazie procesu, kiedy = fo i P¢ = PQ
zachodzi

1
=-1
(PO f)" fot=(Pf)"f ™ stad PY/P =(k)" ~ gdzie k=f,/f, O<k<1l

Oszacowana w ten sposob sita krytyczna pozwalazamae warunki utraty
statecznéci w zakresie nieliniowym.
Przypadkiem szczeg6lnym tych rozwea (n = 1) 53 zaleznosci

U:E‘s_./(zﬂ
EJ
Py /a% /a% P
-y, =——~ o Zlf+| =] f,=——
RCE=r (IJ (J ° B

Ugiecie belki wsrodku rozpétosci spetnia warunek
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T°EJ)

| 2

f .
f= OP gdzie P =

Przeanalizujemy jeszcze problem zginandaiskania pgta z imperfekcjami
w zakresie nieliniowo-lepkosgtystym.

Roéwnanie fizyczneo = N OdA prowadzi do relacji

M =J(N+1kN OdA - Kz[daDM 1 )J , dadA=H

J(N+1

Rownanie osi ugtej preta ma w tym przypadku posta

Y =Yg = —[da D(Py)m}n

Po przygciu ksztattu linii  ugé¢ ny(t)sinI—nx, yODfo(t)sinl—m

otrzymamy

e -

Analizujgc ugiecia w srodku rozpétosci lea - sin7—2T:1 uzyskamy

przyblizong zaleznos¢ ugieciaf od sity osiowep

tt)= folt) .
1—[da Pr(), L 1)}

J(N +

I 2

f (t) 772

Ugiecie belkiy = fsinlz rosnie nieograniczenie, kiedy — o czyli

{da P (t))J(N1+1)}n fl; -t
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stad dla f = f,

(P () fo 1)) Cda (N1+1) =(”|2 szJN = P () folt) = 3(N +1)(”2 |f20(t)JN A

Otrzymana zalenos¢ pozwala na szacowanie ofpenia krytycznegd(t)
jako funkcji czasu, parametrycznie zalej od wsgpnych ugec preta fo(t).
Analizowany przebieg narastania afgginia krytycznego dotyczy zafla
nieliniowych lepkospgzystych. W tym przypadku nie nale méwi¢c o jednej
wartasci sity krytycznej, a o procesie, ktéry prowadzi atoaty stateczriwi.

W przypadku szczegdélnym liniowej lepkospystasci, kiedy o = ELdeg

oraz M =JECdk — K:le dM (ECdF =H) M =Py réwnanie OSi
ugietej preta sciskanego sit osiong P 0 wsepnych ugeciachy, ma posta

n n 1 . .
Y =Y = —F(PY)EﬂF y= f(t)smlz, Yo = fo(t)sml—m

Uwzgledniagc przygte postacie linii ugitej preta w réwnaniu osi
otrzymamy

V4 2 V4 2 _ P _ fo
-7 f(t)OdH + T fo(t)——jf OdF - f = 7
1-(Pf)0dF ———2
°f) T EyJf (t)
Przemieszczenig — o kiedy
I’E E ?Eqd
Pf)0dF ———2——=1.(Pf)0dF =2 = f(t), P, =—=2
) P EJ (1) (Pf) Px ). P 12
Ostatecznie
P TPEyd
P (t)=——5— fo(t) OE(t) gdzie E(t=0,)=E,, Pz="—-2
K() fo(t)Eo 0() () g ( ) 0 = g

Wynik ten dowodzize w przypadku materiatow lepkospystych nie mamy
do czynienia z jedn sila krytyczrg, a z krytycznym procesem narastania
obcigzen az do utraty stabilngci procesu deformacii.
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Podamy jeszcze oszacowanie sity krytycznej w prdgpakiedy materiat
konstrukcji podlega réwnaniom lepkiego phia é-£&,=Bo" , gdzie
B= B(T,t) jest funkch zalezng od temperatury i czasu & odksztatceniami

wstepnymi w materiale. RGwnania w tej uproszczonej fierrmogy dotyczy¢
petzania metali w temperaturackedrn 1/3 temperatury topnienia.

Postpujac podobnie jak poprzednio otrzymamy retapjedkos¢ krzywizny
k¥ - moment zginacy M

n
k—ko =B L
J(N+1)
a dalej rownanie rniczkowe osi ugitej sciskanego pita

VU P - Py " ORI 7K . f . TK
-vyy =B —/—— | , = f sin—, = f,sin—
Y =Y (J(N+1) y | Yo=To |

Uwzgledniajgc posté osi ugktej preta otrzymamy

() () el () - f=1_B[J(Pi°1)jn .z

N + 7 f

Warunek utraty stateczéti uzyskamy z zalsosci f - f, i f - o

1°B : T[IN+D"] f
Pf——— =f_ (P )=t T 1
(Bct) m2[3(N +1)]" (B BIZ {2
oraz (P f)"f1=(P2f,)" fot

= : fo fo 0
sad P =ki"P? gdzie sz, |=T, P2 =P (t=0,)

Podobnie jak poprzednio tak i w tym przypadku otrzymamy krytyczny
proces narastania obgen, ktéry prowadzi do utraty stabiléc procesu
deformaciji.

Okreslono wartdci sit krytycznych dla kilku typow materiatow

-dlaoc=Ee P_>PK=PE=H|22EJ ,

J=[(2)*drF
F
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1
1-—
diac=As" P~ P =k "R, J(N+D= [z,
F

ER) - R =AY o
121
-dlac=EOde E,=E(0,) P - P (t)=f '(:g fo(t) DE(t)
0 0

N
dlac=eN0dA P~ P(t)= ‘](n+1)(7fo(t)j OdA

-dlaé-£,=Bo" P - P(t)=knY"R?, k:%, |=%,
2 n
7°BJ(N +1 f
(P}?)n: (2 ) 0n
' (fo)

J(N+2) = [ZN*dF
F

Wyznaczenie warunkéw utraty statec&riaikladu petowego jest zadaniem
dosy¢ ztozonym i przebiega inaczej w ukladach statycznie wagzalnych
anizeli niewyznaczalnych. W pierwszym przypadku ugle jedynie
zlokalizowa ten pet konstrukcji w ktérym wysipi najwicksza sita osiowd, a
nastpnie uzaleni¢ te site od obcizen zewretrznych. Z warunkuN=Py oraz
przy N=N(q,V,H), gdzie g — jest obcizeniem zewgtrznym, a VH —
wartasciami reakcji, wyznaczamy waso krytyczrg obcihzeniag. Wartcé ta
jest niezalena od wlasné&i materiatu jak i czynnikbw niemechanicznych, ale
od nich zaley jednak wartéc sity krytyczne;.

Zupetnie inaczej pogpujemy przy wyznaczaniu sit krytycznych w
zadaniach statycznie niewyznaczalnych, ponievedly osiowe w pgcie
ulegapcym wyboczeniu zalg tez od deformacji uktadu, wplywow
niemechanicznych i sit hiperstatycznych.

Mozliwe 3 tu dwie drogi pospowania. Pierwsza polega na xdaiu
rownan metody sit w taki sposob, aby jedm sit nadliczbowych byla sita
osiowaXx=N=Px w precie, ktéry ulegnie wyboczeniu. Otrzymujemy wowczas
uktad rowna metody sit w ktorym naley przyjaé, ze Xx<=N=P jest znane, a
do zbioru niewiadomych sit dgizamy poszukiwan wartags¢ parametru
krytycznego (obgizenie, temperatgr wsepne przemieszczenia itp.).
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Inny sposob polega na rozbiciu uktadu na dwa padiykiPierwszy zawiera
pret, ktéry ulega wyboczeniu, gadrugim jest reszta. Naginie wypisujemy
warunek nierozdzielrigi zachodzcy miedzy przemieszczeniami obu uktadow.
Z warunku tego wyznaczamy poszukiwamartas¢ krytyczra (obchzenie, czy
tez wplywy niemechaniczne). Warto zauwya, ze w przypadku ogoélnym,
przynajmniej w zadaniach liniowo-ggystych postugujemy siklasycznymi
metodami, a wic metod sit i przemieszczeadaptowasn do zagadnienia utraty
stateczngci.

ZADANIE 4.1.
W podanym ukladzie ptowym statycznie niewyznaczalnym, ktérego

schemat przedstawiono na rys. 4.la, inalekrelic warta¢ obchzenia
krytycznegoP

EJ lp
3 4
/7777
I
|« > 1 I |
[« | >
Rys. 4.1a

Daneil, E, J, F
SzukanePg="?

Rozwigzanie:
Wyboczeniu ulegnie pt pionowy 1-2. Warunek utraty stateczoiomozna

sformutow& nasgpujaco: Ni_, = Ny, gdzie N,_, jest si4 osiows wywotar

dziataniem sityP, a si krytyczm N, ktéra wynosiN =$ dia (I, =1).
w
Spos6b pospowania polega tu na rozwaniu zadania jednokrotnie
statycznie niewyznaczalnego z uwalieniem warunku nak®nego na
wartas¢ sity osiowej w pgcie 1-2 oraz warunku nierozdziekod. Sita osiowa w

T°EJ)

| 2

precie 1-2 jest rownaNy =
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Rys. 4.1b

Analizujemy przemieszczenia punktu 2 belki 3-4

Rys. 4.1c

Warunek nierozdzielroi przyjmie postéa (5p—5x)—51=/11_2, gdzie g,
oznacza przemieszczenie pionowe belki 3-4 powstabeyniku dziatania sity
P, & — przemieszczenie pionowe belki 3-4 od $ilyi J, - przemieszczenie
pionowe uktadu 3-1-4 od sit osiowycN;; i N;, powstatych w wyniku
dziatania sity N« na uktad pgtowy 3-1-4. Wartéci g, i & wynikaja z
przemnaenia nasgpujacych wykreséw
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kel 2
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Mn Ml’
Rys. 4.1d
M _ M 3
Jp:‘.‘p—lds:i|:2 I ||3]Lﬁ|_:|:il
. EJ EJ 2 2 32 EJ 6

' 3
5X:J.—MNMldS:i _NKllE]]_'ﬁl_ :iNKI
= EJ EJ 6

Z kolei przemieszczeni®, obliczymy wyznaczac wydtuzenia w pegtach
1-3i 1-4 powstate w wyniku dziatania sit osiowyl; i N;.4 zaleznych od sity
Ny dziatapcej na uktad 3-1-4.

Wyznaczymy teraz sitil; s i N4 z warunku rownowagi gzia 1

=Ny

i

N1—3

1
Ni-3 =Ng4 =N E

Majac obliczone sityN;.3 i Ni.4 Wyznaczymy przemieszczeni® punktu 1
postugujc sie planem przemieszcagrzedstawionym na rys. 4.1f
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a \\\ A ////
\<\,5\// Iél
A1—4
Rys. 4.1f

Wydtuzenie A preta o diugdci |, na ktéry dziata sita osiowd obliczamy ze
wzoru

/]:il
EF

Korzystapc ze wzoru na wydienie mamy

N, |
Ao =—K"
=

N, |
A_ —_K°
E=S

Z rys. 4.1f wynikaze cosa :% Ca=45

1

_ Mg 5 _Nglv2
COSAB’ 7 EF

1

Podstawiajc obliczone wartéei J,,9,,9, do warunku nierozdzielsoi
otrzymamy

EJ 6 EJ 6 EF EF

1 P31 NgI® NgIV2 Nl
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Uwzgledniajac, ze Ny =|—2E‘] =P: orazi? =%wyliczamy sik P=Px
67°E)? |12 1
P=P, =—— |~ +=[{1++2
AT {GJ F(1 )}

Gdy sita P obchzajaca uktad przybierze waré P« wowczas pgt 1-2
ulegnie wyboczeniu

N2
P =${1+ 6(1+J§)(:_j }
Ostatecznie

P =Pefi+ 6t+/2) 6]

gdziePg jest eulerowsksita krytyczm preta 1-2 as — jego smukiécia.

ZADANIE 4.2.

W hiperstatycznym uktadzie giowym naley wyznaczy wartasé krytyczrg
obcigzenia P=Py, ktora spowoduje wyboczeniegpa 1-3 lub 2-4. Rt 0-2 jest
nieodksztatcalny.

Dane:l,E,F,J,E;J;= o
SzukanePg="?

Rozwigzanie:
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Pret 0-2 jest nieskaczenie sztywny(EJ =) a wicc skrécenie pta 2-4
jest 2 razy wgksze ni preta 1-3

A, =2,

W pretach 1-3 i 2-4 powstansity osiowesciskapce. Z uwagi na wksz
wartas¢ skrocenia w grtie 2-4 wysipi w nim wczéniej sita osiowa réwna sile

eulerowskiejN =772E%

2
L

No-4 =Nk

Rys. 4.2b

Skréceniad; i A, s3 dane znanymi wzorami

A = Nl A= N,_,l
EF EF

No-4 =Nk

2 Ny sl _ Nl

EF EF

N« =2N,,
1

Ny s =ENK

Strory statyczm zadania stanowi rownang M, =0

N, D+N, 2 -PI =0
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N,_; =P-2N

Uwzgledniajgc powyzsze zaleénosci mazna napiséa
1

=N, =P-2N

2 K K

Wartas¢ obchzenia P, , ktére spowoduje wyboczeniegpa 2-4, wynosi

Poniewa | =1, otrzymujemy ostatecznie

_5mE]
“ 2P

Jest to poszukiwana waftoobcihzenia krytycznego w uktadzie.

ZADANIE 4.3.

W podanym uktadzie ptowym, ktérego schemat przedstawiono na rys. 4.3a
nalezy okresli¢ wartg¢ przyrostu temperaturydT, w precie 2-3, ktory
doprowadzi do utraty stateczud

Dane:l, EF, EJ
SzukaneAT, = ?
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Rozwigzanie

W tym zadaniu wyboczeniu ulegnie eprpoziomy 2-3. Warunek utraty
statecznéci wyniknie z analizy stanu wzglnych przemieszchekoncOw prta
2-3. Wymaga bedziemy aby wydtaenie peta od temperaturyl; = a,AT O i

skrocenie od sity krytyczneX A, :ELIIZ’ gdzie X :nTIZEJ

byto réwne

przemieszczeniu prdw pionowych. Przytoczony sposéb pgsiwania
przedstawia rys. 4.3b

ANNNNY
X Ar, X
5 \\ \\
Rys. 4.3b

Warunek nierozdzielrigi przemieszczetego uktadu jest nagiujacy
A=Ay =20

Wartaé¢ dobliczymy z ,przemngenia” wykreséw
X

3
s=2(1xad |=X
El27 3 ) T3

Po podstawieniu uzyskanego wyniku do warunku nez@naci wraz z
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Xl °EJ
A, = — X =
X EF |2
_1X?
3EJ
otrzymamy
3
o v X2 X°
EF 3EJ
2x1% X
+ -
AT = BE) EF
a; 0

Stad wiedzc, ze X = TE)

2 otrzymamy

_ EF2XI° +3XIEJ _ 2XI?EF +3XEJ]

AT,
30, |EJEF 3a, EJEF
Jr. - XPEF +383)_ #(2%EF +369)
< 3a;EJEF A2EF
_APEI(212 1) 272 ,szz_”z 2 (ijz _
ATK ——2 _—_t | =t - = | =4+ = =
-8, 32 ]
a3 FlI] a3 |

gdzie:— jest smuklécia preta.

ZADANIE 4.4.

W podanym uktadzie ptowym statycznie niewyznaczalnym wyzna€zy
wartas¢ krytyczm obchzeniaq, ktéra spowoduje wyboczeniegpa 1-2.
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EJ ! /7777
EF [
EJ v
| I | 7777
Rys. 4.4a

Dane: I,F.EJ
Szukane: Q=?

Rozwigzanie
W analizowanym zadaniu wyboczeniu ulegnieetprpionowy 1-2.
Przedstawione zadanie jest rbwnamne zadaniu statycznie wyznaczalnemu, w
ktorym sita hiperstatycznax powodujca wyboczenie pta 1-2 jest réwna
°EJ
I

spetniony byt warunek zgodéa przemieszcze preta 1-2, tzn. warunek

eulerowskiej sile krytycznejX =P; =

gdzie l,=1 i tak dobrana, aby

nierozdzielnéci. Wymagamy tu, aby skroceniegfa 1-2 - Ay =E—f:| byto

réwne sumie ugi pretdw poziomych od wszystkich sit dziadalych na uktad.

q xsz
JITTTTTT 1,
X=Pg 7777 l
ixsz
C 2 D 2
/ﬁ /7777
X:PE
Rys. 4.4b

Warunek nierozdzielnigi przyjmie posta (9, —9y)—9y = Ay, gdzie: g,
jest tu przemieszczeniem pionowym punktu dtgAB od obcizeniaqg, Jdx jest
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przemieszczeniem pionowym punktu letar AB i punktu 2 pgta CD od
obcipzenia sih X, za& Ax jest skroceniem pta 1-2 od sity hiperstatycznej
krytycznejX=Pe.

Wartdsci &, i o« wynikaja z przemnaéenia nasfpujacych wykresow

12 1/2
NI ® — 4
' |
M - 4
8 4 2 M, 2
—> &
7 & \% ;
2 2
Mx Ml
Rys. 4.4c
M M 2 4
5, = [~ Lgs=L i | Sg2d @+ I |- 29
) EJ EJ 6/8 4 2 2| 24E)
0. :J—MXMldszi[l_XIé,Ez’_l}: XI3
AR = EJ[22 2 32] 12EJ
X
A, =——
X EF

Wartdici g, d«, Ax podstawimy do warunku nierozdziekoo

Ssd' X' X' _ X

24EJ 12E] 12E) EF

Uwzgledniajgc w tym rownaniu,ze zgodnie z uwag podan wczeniej

XZ&zfa

2 wyliczymy wielkas¢ obchzenia krytycznego
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7B\ 24(1) 4
% =550 7B
A zatem pegt 1-2 ulegnie wyboczeniu gdy okéenieq przyjmie wartd¢ gy

ZADANIE 4.5.

W podanym ukladzie ptowym statycznie niewyznaczalnym, ktérego
schemat przedstawiono na rys. 4.5a, nalekresli¢ wartg¢ obchzenia

krytycznegogy.
L byl
EJ 2 77777
EF.EJ 3,
1 . A
| I I
Rys. 4.5a
Dane:l,E,J,F.

Szukaneq,="?

Rozwigzanie

W analizowanym zadaniu wyboczeniu ulegniet ggionowy 1-2. Warunek
utraty stateczri@i ma postd N,_, = P, gdzieN,., jest sif osions wywotarn
dziataniem obgzeniaq, W precie 1-2, aPg sitg krytyczm, ktéra w naszym
7E)

l

zadaniu réwna si P: = gdzie [, =%I . Zadanie jest jednokrotnie

statycznie niewyznaczalne. Rozwmujemy je jak klasyczne zadanie
niewyznaczalne z dodatkowym warunkiem dospyzn wartgci Sity
hiperstatycznej. Bt 1-2 ulegnie wyboczeniu, jeli sita osiowa w nim oggnie

T°EJ

(&)

wartes¢ P =
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